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1. Introduction 

Poincare s'interessa tres tard a la theorie des quanta. Invite 
au Congres Solvay de 1911, il decouvrit la problematique quan- 
tique et ecrivit alors coup sur coup plusieurs articles sur le su- 
jet. Certains de "vulgarisation" [7], et deux articles scientifiques 
P, [9] dans lesquels il va s'efforcer de montrer que l'hypothese 
de Planck ne peut etre contournee et remplacee par une theorie 
"continue". II s'agit pour lui de se demander si la formule de 
Planck donnant la densite d'energie du corps noir, et derivee 
depuis l'hypothese des quanta (qui consiste, pour dire vite, a 
remplacer dans un calcul une integrale par une somme) peut 
etre (ou non) deduite d'un modele continu d'interaction entre 
rayonnement et molecules. Le resultat que Poincare lui-meme 
presentera comme negatif validera la theorie de Planck. 

Ces deux articles sont peu cites de nos jours, mais ont eu 
un retentissement important l'epoque. En est la preuve le fait 
que deux articles dans le Volume 38 d'Acta Mathematica en 
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hommage a Poincare y sont consacres. De plus l'argument de 
Poincare sera repris et d'une certaine maniere rendu plus rigou- 
reux dans le celebre traite de Mecanique Statistique de Fowler 
en 1929 fTJ. Leur (re)lecture apres plus d'un siecle de Mecanique 
Quantique est interessante a plusieurs egards. Tout d'abord ils 
montrent, a travers une discussion parfaitement technique, l'af- 
frontement entre discret et continu, en ce debut de XXieme siecle 
ou la problematique fondationnelle des mathematiques fait rage. 
Ensuite, et justement autour de cette dualite discret/continu, ils 
presentent de merveilleuses mathematiques. On est pressent en 
particulier la masse de Dirac, et le lemme de la phase station- 
naire, qui deviendra si important par la suite pour la Mecanique 
Quantique y est utilise. Enfin et surtout ils exhibent clairement 
une part methodologique de son heritage scientifique : l'interet 
pour les resultats negatifs, pour les erreurs. depuis l'erreur dans 
le systeme des 3 corps jusqu'a son "echec" dans la tentative 
de remplacer l'hypothese des quanta Poincare n'aura cesse de 
decortiquer le negatif pour y faire naitre le constructif. 

Rappelons pour terminer cette introduction que la principale 
contribution de Poincare a la Mecanique Quantique nous semble 
consister en le deuxieme Tome des "Methodes nouvelles de la 
Mecanique Celeste" . C'est avec les calculs de perturbations de la 
mecanique celeste que Max Born essaiera dans les annees 20 (en 
le citant explicitement, voir [2]) de quantifier perturbativement 
l'helium, avant dy plonger son jeune assistant W. Heisenberg 
qui fera sortir de l'algebre de convolution des series de Fourier 
l'algebre non-commutative des matrices (voir [3]). 
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2. Chronologie 

Planck Poincare 
1854 Naissance 
1858 Naissance 

1889 Roi de Suede 

1892 Methodes nouvelles 

1900 quanta 
1905 P/ioton 

1911 Congres Solvay 

1912 Sur /a theorie des quanta 
1912 Mor£ 

1915 Hommages a Poincare 

1925/6 Mecanique quantique 
1929 Traite de Fowler 

1947 Mor£ 
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3. La theorie des quanta en 1911/12 

1911 se situe dans une periode un peu creuse pour la theorie 
quantique. L'hypothese des quanta, enoncee par Planck en 1900 
et generalisee par Einstein avec l'effet photoelectrique en 1905, 
est certes bien acceptee, mais une veritable dynamique quan- 
tique (Heisenberg 1925) et l'application a la theorie atomique 
(Bohr 1913) se font attendre. De plus Planck, qui ne sera jamais 
un supporter fanatique de la mecanique quantique, est reticent 
(il semble qu'il soit toujours reste insatisfait de sa loi qu'il au- 
rait voulu deriver de principes strictement thermodynamiques), 
et Ton peut bien imaginer qu'Einstein est fort occupe a inven- 
ter la relativite generale. Est-ce pour cette raison que Poincare 
ne s'est jamais, auparavant, vraiment interesse aux quanta? La 
reponse nous semble justement se trouver dans 1' article que nous 
allons decrire et commenter : le changement paradigmatique des 
quanta est grand, deja a l'epoque, et bien avant les "problemes 
conceptuels" de la mecanique quantique. 

Car il s'agit de l'opposition continu/discret, et de l'idee d'une 
theorie physique qui puiserait ses sources hors du cadre "natu- 
rel" des equations differentielles de la culture classique. L'hy- 
pothese des quanta consiste, dans notre langage moderne, a 
discretiser une integrale (ce que fait notre ordinateur), mais sans 
faire tendre, a posteriori, le pas de discretisation vers zero. 

Poincare est invite au Congres Solvay de 1911 et il prend a bras 
le corps la problematique quantique : ne serait-il pas possible de 
deriver la meme loi que Planck sans l'hypothese discrete ?. Poin- 
care y consacrera une note et un article, et donnera une reponse 
negative. II mourra en 1912, en 1913 Niels Bohr appliquera avec 
le succes que Ton sait la theorie au modele planetaire de l'atome, 
et en 1926 Erwin Schrodinger defmira une equation aux derivees 
partielles (done plongee dans le continu), qui n'aura de solu- 
tion raisonnable que pour des valeurs discretes des parametres 
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d'energie : la boucle sera done bouclee 15 ans apres 1' article de 
Poincare que nous allons presenter maintenant. 

4. L 'article de Planck de 1900 

Nous n'allons pas ici rappeler la theorie du corps noir ni presenter 
en detail la contribution de Planck. Nous verrons dans la sec- 
tion suivante la derivation "critique" de la loi de Planck par 
Poincare lui-meme. Disons seulement que le probleme consiste 
a trouver une formule d'interpolation pour la densite d'energie 
u d'un corps "noir", exprimee par rapport a la frequence du 
rayonnement v, telle que 

u(v) ~ v 2 , v — > 

et 

Une formule simple est celle imaginee par Planck : 

_ 87rz/2 

U ^ V > = c 3 e hv/kT _ I • 

C'est cette loi que Planck derive en 1900 sous l'hypothese des 
quanta. Plus exactement il montre que, si Ton suppose que 
l'energie de chaque oscillateur est un multiple entier d'une cer- 
taine quantite e, done de la forme Pe, P entier, un calcul com- 
binatoire donne que l'entropie S de chaque oscillateur est une 
fonction (explicite) de ou U est l'energie de chaque oscillateur. 
Plus precisement 

(4.1) S = k 

Utilisant la loi de Wien concernant la temperature 

J_ _ dS_ 
kf~dU' 

ou k est la constante de Boltzmann et un peu d' analyse dimen- 
sionnelle qui donne que e = h.v, ou h a la dimension d'une action 
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et v l'inverse d'un temps, on peut integrer ( 14.11 ). On obtient 

hv 



u :- 



8ttz/ 2 ^ _ 8ttz/ 2 



q3 ghv/kT 2 



C'est la loi de Planck. 



5. Les articles de Poincare 

Poincare va reprendre le calcul en partant d'un densite d'energie 
w et montrer tout d'abord que si w est ce que Ton appellerait au- 
jourd'hui un "peigne de Dirac" sur les entiers (xh) il retrouve 
la loi de Planck. C'est done en quelque sorte une vision plus 
mathematique , ou plutot moins thermodynamique, que Planck ; 
mais il va surtout faire le chemin inverse, et "montrer" que la 
forme de la fonction u determine w de facpn univoque et done 
que seule l'hypothese des quanta donne le bon resultat. 

Poincare commence par montrer que la densite d'energie 

W(rji, . . . ,77»;fi, • ■ .,f p ) 

(on ecrit a l'epoque W(rji, . . . , r) n ; ^i, . . . , £ p )dr}i...dr} n d£i...d£p de 
n oscillateurs (identiques) d'energies r)i . . . r] n et p molecules (iden- 
tiques) d'energie . . . £ p peut prendre la forme : 

W{r)i, . . . ,rj n ;£i, ...,Q = U^w^i) = w(rji)...w(rj n ) 

pour une certaine fonction w{rj). C'est cette fonction w qu'il va 
montrer devoir avoir une primitive discontinue. 
Pour cela il considere tout d'abord, dans M. n+P la surface d'energie 

Sh = {(Vh ■ ■ ■ ,Vn;£u ■ ■ ■ ,£p)/m H Hr/ n + ^iH hf p = h}. 

Puis les 3 integrales : 

/ = f s w(r)i)...w(r) n )drj 1 ...dr} n d£i...d£ p 

J> = fs^i^ \-r) n )w(r)i)...w(r) n )dr)i...dr] n d€i...d€ P 

r = JsKH V£ p )w(r) 1 )...w{r) n )dr) 1 ...dr) n d£ > i...d£ >p 
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On definit alors les energies moyennes des resonnateurs et des 
molecules, X et Y, par : 

riYI = I' et pXI = I" 

Si Ton pose maintenant 

(5.1) / w(rj 1 )...w(r) n )dr) 1 ...dr) n = <j>(x), 

J 771 H h?7„=a: 

un calcul simple donne 

1 f h 

I = r- / (h — x) p ~ l (j)(x)dx 

(p-l)Uo 

De la meme fagon 

1 f h 

I' = — / x(h — x) p ^ 1 (f)(x)dx 



0-1^1 

et 



'0 



1 /"^ 

/"=- / (h-x)(h-x) p - 1 (f)(x)dx, 

ip-iy-Jo 



et finalement : 



L x(h — x) p 1 cj)(x)dx fn(h — x) p (f)(x)dx 
nY = et pX = — ■ 



J (h — x) p 1 (f)(x)dx J Q (h — x) p 1 (j)(x)dx 

Poincare montre alors que Ton obtient la formule de Planck si 
Ton choisit pour w la "fonction" definie, a partir de e > 0, de la 
facon suivante : 

w(r)) = si ke < 77 < ke + fi (k G N) V/i, < \i < e 

et 

/ w(r))drj = 1, V/i, < fi < e. 

Jke 

Mais Poincare de s'arrete pas la. Comme il l'a dit dans l'in- 
troduction de son article [9], il veut absolument s'assurer que 
ce choix de w est le seul qui donne la loi de Planck, et surtout 
qu'aucun choix "continue" ne redonne le meme resultat. Nous 
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allons presenter en meme temps la derivation directe et la solu- 
tion du probleme inverse. 

Poincare va montrer que le rapport determine w. Puisqu'il 
a montre que le choix discontinu donne la bonne formule il aura 
gagne (mais dira qu'il aura perdu). 

L' argument utilise 1' analyse complexe et nous allons le decrire 
rapidement. On introduit tout d'abord la transformed de Laplace 
(que Poincare appelle "integrale de Fourier") de w : 



Jo 

w (et done 0) est determine par $ grace a la formule d'inversion 
de la transforme de Laplace : 



ou L est une droite complexe parallele a l'axe imaginaire dans 
le demi-plan {$la > 0}. 
D' autre part, par definition (15.11) de 0, on a : 






n 




pmsque 




ax 



dx 



D'ou : 
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et done, apres la renormalisation x = nui, h = n/3, et avoir pose 



on obtient 



L (h — x) p l (j)(x)dx 



et 



(5.2) = 2 ™ Jo Jl 



Vient ensuite l'utilisation du fait que le systeme physique con- 
tient un grand nombre d'oscillateurs (on a un champ de rayon- 
nement). Poincare fait tout d'abord l'hypothese que G atteint 
un maximum a to = uq et a = a$. 

Puisque n est tres grand et que les integrales precedentes font 
intervenir O n , il en deduit, en choisissant L = {^Rz = ao} que : 

(5 ' 3) px ~ J^- 

mais puisque, par ailleurs, nY + pX = h = n/3, on deduit que 

Y = cuq et X = . 

k 

En fait Poincare utilise le theoreme de la phase stationnaire 
qui s'applique ici, puisque, a une constante pres, les integrales 
precedentes font intervenir la quantite 0(a, u) n = e n ^ E( e ( a > u 
En effet le numerateur de ( 15.21 ), par exemple,s'ecrit : 



n 



p+i 



2m 



n\0g{Q{^) duda _ 



Le theoreme de la phase stationnaire dit alors que l'integrale 
precedente se ramene, dans la limite n —> oo, a la contribu- 
tion de l'integrant aux "points critiques" ao et cuq resolvant les 
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equations 



ce qui donne 



et 



d\og(Q(a, uj) d\og(Q(a,u) 



da du 
$'(<*o) 



0. 



$(a ) 



UJQ = 



k 

®o ~ t, = 0) 

(3 -uj 



d'ou (EJ). 
On voit done que X = ~ . 

Utilisant le fait (Boltzmann) que l'energie moyenne d'une molecule 
est proportionelle a la temperature (absolue) T on en deduit 
que : 

C 1 

a °-T-kf 

ou C est une constante, et done Y = uo = — nous donne 
l'energie moyenne d'un resonnateur en fonction de la temperature 
(qui d'ailleurs sera independant du rapport -). II suffit alors de 
remarquer que, si la fonction w satisfait l'hypothese de Planck, 
alors : 



$(a) = (^5(ri-ke)e- a71 dri 
J k 

= E 



e -kea 



k 

e -ea 

1 - e- ea 

1 



Et done que, pour la densite U de la section precedente, 

&(an e hv 
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ce qui est la loi de Planck. 

Mais supposons maintenant que Ton connaisse, pour toutes les 
temperatures, l'energie moyenne d'un resonnateur. Alors on en 

deduira les valeurs de la fonction ^f-f^ pour tous les a > 
0. Soit, a une constante multiplicative pres, les valeurs de $ 
sur l'axe reel, et par continuation analytique (nous dit Poin- 
care) a tout le demi-plan. Et done, par la formule d'inversion 
precedemment enoncee, la fonction w sera determinee (toujours 
a une constante multiplicative pres). 

Poincare deduit alors de ce resultat d'unicite la necessitee de 
l'hypothese des quanta. 

Finalement Poincare montre encore que, sans se servir de la 
loi de Planck, et en confrontant sa formule donnant l'energie 
d'un resonnateur a celle du rayonnement du corps noir, w doit 
verifier, sous peine que l'energie totale diverge, que : 

lim / w(r))dr) ^ 0. 

C'est a dire que w doit etre singuliere. 



6. La masse de Dirac 

La condition que w soit "choisie" regale a sauf pour ke < 
rj <C ke -\- <5" , ou v 5 est un infmiment petit" et telle que : 

pke+S 

/ w(j))dr) = 1 

Jke 

s'exprime en langage moderne en disant que w est une distri- 
bution, somme de masses de Dirac sur le reseau des {ke k = 
1, 2 . . .} (pour etre rigoureux, la condition integrale doit etre 

f£-! wWdV = !)■ 
Ceci n'est jusque la qu'une rederivation, mais sous forme integrale 

et non plus combinatoire, de la formule de Planck. 
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7. Que nous apprend presque un siecle apres 
l' article de poincare ? 

Une nouveaute contenue dans cet article tient justement a 
ecrire une somme comme une integrale ... d'une fonction sin- 
guliere. Les mathematiques du XXieme siecle nous ont appris a 
faire cela. Les distributions de Laurent Schwartz en sont l'ou- 
til parfait : par integration (cette possibility tellement "conti- 
nue") elles nous font apparaitre des points (entites de mesure 
nulle). Jean Leray, dans son magnifique resultat d'existence des 
equations de Navier-Stokes [3j definira lui aussi, en 1934, des so- 
lutions faibles pour les equations de l'hydrodynamique censees 
representer des flots de particules ponctuelles en mouvement. 
Mais l'idee de chercher un integrant singulier qui donnerait, par 
integration, une somme discrete est tout a fait etonnante en 
1911. 

Ensuite 1' article de Poincare nous montre un exemple mer- 
veilleux de confrontation entre mathematiques et physique. L'hy- 
pothese des quanta est considered comme physique, comme un 
changement paradigmatique dans la physique. Elle n'a pas a 
etre justifiee en dehors de son statut d'hypothese d'un "element 
de realite" comme le dit lui-meme Poincare . Mais Poincare lui 
donne un autre statut : celui d'une necessite mathematique, dans 
un certain cadre conceptuel, en vue de la derivation d'une for- 
mule donnee. C'est cet argument- la qui me semble expliquer que 
deux des articles (signes par Lorentz et de Planck !) du Volume 
d'Acta Mathematica de 1915 en hommage a Poincare soient 
consacres a sa contribution aux quanta [H EJ , et que quelques 27 
ans plus tard Fowler y consacre quelques pages dans son traite de 
Mecanique Statistique (dans lesquelles il va rendre "rigoureux" 
le raisonnement de Poincare ). 

Enfin cet article nous montre l'attitude de Poincare face aux 
resultats negatifs. car au fond il nous demontre un resultat po- 
sitif : l'hypothese des quanta est necessaire a la derivation de 
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la formule de Planck. Mais il nous presente son raisonnement 
par la negative, comme un echec ("je suis arrive a un resultat 
negatif" JE], "je dois dire tout de suite que j'ai ete conduit a 
repondre negativement a la question posee... "(SJ)- 

Cet exemple, a la fin de sa vie, vient corroborer celui des 3 
corps ( "j 'attire l'attention sur les resultats negatifs presents dans 
[TU] ) du debut et nous montre Poincare dans une 



ce memoire" 

veritable activite positive de deconstruction du negatif. 
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